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Consignes:
soigner la présentation de votre copie,
respecter l'ordre des exercices,
numéroter les feuilles, les exercices,
éire concis dans vos explications,
encadrer les résulats finaux
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Exercice 1. — (3 points)

4 1
Soient deux éléments de R? : A = ( ) , B= ( ) :
-2 2

(1) Calculer la norme des vecteurs A et B.
(2) Montrer que les vecteurs A et B sont orthogonaux.

(3) Soit le vecteur C = A + B, déterminer sa norme sans calculer ses coordonnées.

Exercice 2. — (3 points)

(1) Donner, dans le cas des fonctions réelles a plusieurs variables réelles, la définition d’une
fonction homogene de degré k.

(2) Rappeler le théoréme d’Euler.

(3) Scient K , le nombre d'unités de capital, L , le nombre d’unités de travail et ¥ , le
nombre d'unités de bien Y. Considérons la fonction de production du bien ¥ suivante:
Y=Y (K EY=§: K" L9,

a) Montrer que cette fonction Y de production du bien Y est homogene de degié & a
préciser,

b) Qu’implique le Théoréme d’Euler du point de vue de la rémunération des facteurs de
production pour cette fonction de production Y ? Montrer le par application du Théoréme d’Euler
4 cette fonction de production Y.
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Exercice 3. — (3 points)
Soient la fonction réelle & deux variables réelles f (z1,z2) et la fonction réelle ¢ & une variable
réelle, fonction implicite de la fonction f, définie par :
22 =g(z1) telle que f(z1,9(z1)) =g
Le Théoréme des Fonctions Implicites donne P'expression de la dérivée premitre de la fonction

g en fonction des dérivées partielles premigres Sy et B«Efﬂ- de la fonetion f.
1 2

(1) Quelle est cette expression?

(2) Par utilisation des régles de dérivation en chaine, déduire cette expression en partant de la
définition de la fonction implicite g.

Exercice 4. — (7 points)
Soit la fonction réelle f & deux variables réelles définie par: f (z,z2) = 2zt + 2%~ 122125 .

(1) Déterminer I'ensemble de définition de cette fonction f.
(2) Donner I'expression générale des courbes de niveau de la fonction f.

(3) Vérifier que la courbe C' de niveau g=4 passe par le point A = (0,2).
ar af

(4) Calculer les dérivées partielles premiéres —— et —— de la fonction f.
(9321 351:2

(5) Déterminer I'¢quation de la tangente a la courbe de niveau C en le point A = (0,2).
(6) Vérifier que le vecteur gradient de la fonction f en 4 = (0,2) est orthogonal & cette tangente.

(7) Rappeler les conditions nécessaires de premier ordre en termes de dérivées pour un extrémum
intérieur d’une fonction réelle & deux variables réelles.

(8) Déterminer les points candidats & 8tre extrema de la fonction f .
(9) Calculer la matrice Hessienne de cette fonction f .

(10) Rappeler les conditions suffisantes en termes de dérivées pour un maximum local et un mini-
mum local intérieurs d’une fonction réelle & deux variables réelles.

(11) Rappeler le critére du point selle dans le cas d'une fonction réelle & deux variables réelles.

(12) Déterminer la nature (maximum, minimum, point selle) des points candidats 4 &tre extrema
de la fonction f trouvés précédemment & la question (8).
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Exercice 5. — (4 points)
On considére le probléme (P) d’optimisation suivant:
optimiser f (z;,zg) = 22 + 353 sous la contrainte 2z; — zp = 13,
a résoudre avec la méthode du Lagrangien.

(1) Donner le Lagrangien associé au probléme (P).
(2) Vérifier les conditions de qualification de la contrainte.
(3) Déterminer les points candidats & &tre une solution du probléme (P).

(4) Déterminer la nature (maximum, minimum, ni I'un ni Pautre) des points candidats trouvés.
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